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Annotation: We consider the class of pencils of the n -th order ordinary differential 
operators with constant coefficients. It is assumed that the roots of the characteristic equation 
of pencils from this class are simple, non-zero and located arbitrarily in the complex plane. 
Sufficient conditions are formulated for m -fold completeness (1 m n£ £ ) of the system of 
root functions of the pencils from this class in the space of summable with square functions on 
the main segment. 

 

 В пространстве 2[0,1]L  рассмотрим пучок обыкновенных дифференциальных 

операторов ( )L l , порожденный дифференциальным выражением (д.в) n -го порядка 
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где , , ,ijs ijsl a b ÎC  0 1, {0} ,i ik k Î ÈN  1 1.l n£ £ -  Отметим, что краевые условия 

(2)-(3) в случае 2l n<  не являются полураспадающимися. 
 Решается задача о нахождении условий на параметры пучка ( )L l , при которых 

имеет место m -кратная (1 m n£ £ ) полнота системы собственных и присоединенных 
или, по-другому, корневых функций (к.ф.) этого пучка в пространстве 2[0,1]L . 
 Основополагающей по этой проблеме является статья М.  В.  Келдыша (3),  в 
которой была сформулирована (без доказательства) теорема об n -кратной полноте к.ф. 
пучка ( )L l , порожденного д.в. со специальной главной частью 

( )( , ) : {возмущение}n ny y yl l= + +l   

и не зависящими от l  распадающимися краевыми условиями (когда часть краевых 
условий берется только в конце 0  отрезка [0,1],  а остальные –в конце 1).  Эта теорема 
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была доказана А. П. Хромовым (4) – в случае аналитических коэффициентов д.в. и А. 
А. Шкаликовым (7) – в случае суммируемых коэффициентов. Случай произвольной 
главной части д.в.  был рассмотрен G.  Freiling’ом (1).  В работе А.  А.  Шкаликова (8),  
относящейся к общему виду пучка ( )L l  получены достаточные условия n -кратной 

полноты в пространстве 2[0,1]L  системы к.ф. в терминах степенной ограниченности 

по l  функции Грина пучка на некоторых лучах. Детальное исследование вопроса об n
- и m -кратной полноте к.ф. пучка ( )L l , д.в. которого имеет постоянные 
коэффициенты, а краевые условия полураспадающиеся, проведено в книге А. И. 
Вагабова (9). 

 Предположим, что корни 1{ e }i n
jr ay

aw =  характеристического уравнения 

0j
jsj s n p w

+ =
=å  различны, отличны от нуля и лежат на h  лучах (1 nh£ £ ), 

исходящих из начала координат. Считаем, что справедливы соотношения: 

0 1 1 2 11 1 10 2 ,
h hn n n n n ny y y y y y p
-+ + +£ = = < = = < < = = <K K L K  (4) 

где 0 0n = , nhn = . 

 Считаем, что краевые условия (3) упорядочены таким образом (это не нарушает 
общность), что при 0 ,s l= 1rs n+ =  справедливы соотношения: 

0 1 1 2 11 1 1 ,
r rs s s s s sc c c c c c

++ + += = < = = < < = =L L L L   

где обозначено 1 0,i i ic k k= -  1, ,i l n= +  и g , d  таковы, что 

11 1 ,s n k sg g ++ £ - + £         11 1 .s k sd d ++ £ + £  (5) 

 Для пучка (1)-(3) с условием (4) не выполняется основные предположения 
книги(3), а именно, что существует прямая d проходящая через начало координат, не 
содержащая w -корней и делящая комплексную плоскость на две полуплоскости, 
внутри каждой из которых число этих корней не меньше n l-  (например, в случае 

1h =  или 2h =  при некоторых соотношениях между 1n , 2n  и l ), а также, что краевые 
условия являются полураспадающимися. 
 В статьях (2, 5) исследована кратная полнота системы к.ф. пучка очень близкого 
к рассматриваемому пучку ( )L l . Но д.в предполагалось однородным ( ( ) 0jsp x º  при 

j s n+ <  в сумме (1)) и краевые условия (2)–(3) предполагались полураспадающимися 

( n l l- £  или 2l n³ ) . Некоторые из этих ограничений удалось снять. В статье (6) 
подробно рассмотрен случай, когда корни характеристического уравнения 
расположены на двух лучах, исходящих из начала координат, и 0l = . 
 Далее будем называть i -ое краевое условие (2) однородным, если в сумме 
участвуют только слагаемые с номерами j  и s , для которых 0ij s k+ = . 

Введем следующее условие: 
1°. Для фиксированного [0,2 )a pÎ  пусть s  – перестановка множества {1,2, , }nK  

и {0,1, , }h nÎ ¼  такие, что:  
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В дальнейшем потребуются следующие обозначения: 
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Для формулировок полученных результатов потребуются следующие 
определители: 
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Наряду с условием 1°, введем еще одно условие 
2°. а) при h l£  пусть 1 10, 0;a b¹ ¹           б) при h l>  пусть 0;A ¹  

      в) при h n l³ -  пусть 2 20, 0;a b¹ ¹    г) при h n l< -  пусть 0.B ¹  

 Обозначим 
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и рассмотрим линейную алгебраическую систему 
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 Пусть базис пространства решений системы есть ( )1 2( ), ( ), , ( ) T
s s snd d dl l lK , 

1, .s n l= -  Не нарушая общности, можно считать ( )ijd l  многочленами. 
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Очевидно, что если краевые условия однородны, то матрицы ( )jD l  не зависят от l . 

Обозначим 1rank ( ).jjm Dh l
=

=å  

Теорема 1. Если при некотором [0,2 )a pÎ  выполняются предположения 1°–2° 

и m n= , то система к.ф. пучка ( )L l  n -кратно полна в 2[0,1]L  с возможным 

конечным дефектом, не превышающим числа 1[ 1 ]n
ii l n k

= + +
- -å , если порядок хотя 

бы одного краевого условия (2)–(3) больше 1n - , и с нулевым дефектом в противном 
случае. 

Очевидно, что m n=  только тогда, когда 1rank ( )j j jD l n n -= - . 

Следствие 1. Если при некотором [0,2 )a pÎ  выполняются предположения 

1°–2°, m n=  и краевые условия (2) однородны, то система к.ф. пучка ( )L l  n -кратно 

полна в 2[0,1]L . 

Теорема 2. Если при некотором [0,2 )a pÎ  выполняются предположения 1°–

2°, m n< , д.в. (1) и краевые условия (2) однородны, то система к.ф. пучка ( )L l  k -

кратно полна в 2[0,1]L  при k m£  с возможным конечным дефектом, не 

превышающим числа 1[ 1 ]n
ii l k k

= + +
- -å . 
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